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RESUMEN

En este trabajo se presenta un método para el andlisis
estadistico de las tolerancias de sistemas continuos que es més
exacto que el método de la propagacién del error y requiere me-
nos tiempo de computacién que el método de Monte Carlo. El mé-
todo se basa en la obtencién de los momentos estadisticos hasta
el 4° orden de la funcién del sistema para aproximar con ellos

la funcién de densidad de probabilidad con las curvas de Pear-
son.

Se describe un programa que realiza un andlisis esta -
distico de tolerancias de acuerdo a este método y se da un ejem
plo en el cual se comparan los resultados con los obtenidos por

el método de la propagacién del error y el método de Monte Car
lo. N
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1. INTRODUCCION

El objeto del andlisis de tolerancias es determinar la
influencia que tienen sobre la caracteristica de un sistema va-
riaciones de sus pardmetros.. Estas variaciones pueden, en mu-
chos casos, suponerse del tipo estadistico, vale decir, que obe
decen a una determinada distribucién.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que el sis
tema a analizar tiene una sola entrada y una sola salida, tal
- como se muestra en la figura 1.

e(t) Sistema r(t)
O——— 1lineal —O0
continuo

Fig. 1: Sistema considerado en el andlisis de tolerancias.

- Entonces, si los parédmetros del sistema se reunen en
el vector x =1[x,, %, ..., X ] la respuesta esti dada por:

r(t) = r(x, e(t)) (L

Un sistema lineal continuo puede ser caracterizado vya
sea por. su respuesta a impulso h(t), su respuesta a escalén
a(t) o por su funcién de transferenc1a H(s). Aqui no tiene im-
portan01a cual de estas funciones se use. En el desarrollo que
sigue se usard la letra f en representacién de cualquiera de es
tas tres. Cada una de ellas se obtiene de la ec.(l) y es fun -
cién del vector de pardmetros x y de la variable independiente
t o s. Como el andlisis de tolerancias interesa para un deter-
minado valor de. t o de s.a la vez, las funciones que caracteri-
zan un sistema pueden suponerse siempre de la forma

= £ (2)

Si los parédmetros xi1, X,, ..., X_ son variables aleato
rias de distribucién determinada, tanto la respuesta r(t) como
la funcién f(x) pasan a ser también variables aleatorias.

El problema que se trata de resolver a continuacién es
. Justamente la obtencién de la distribucidén de £(x).

Existen diferentes métodos para lograr este objetivo
[1, 2, 3]. El mis directo es el método de la transformacién de
las distribuciones, pero debido a la complejidad de las funcio-
nes (1) y (2) no es préctico de aplicar en sistemas grandes.
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Quedan entonces sélo los métodos aproximados que seran trata -
dos a continuacidn.

2. EL METODO DE LA PROPAGACION DEL ERROR

Debido a su simplicidad, este es el método més usado
en el andlisis estadistico de tolerancias. Se basa en el teore
ma del limite central de la estadistica, que establece que la
distribucién de una suma de n variables aleatorias independien-
tes con valor medio y varianza limitados tiende para n»e a una
distribucién normal.

Este teorema puede ser aplicado entonces si la funcién
f(x) que caracteriza al sistema puede ser aproximada con sufi -
ciente exactitud por una serie de Taylor d° primer orden, es de
cir, si

=}

Af = _g;f,Qi_l
1 9%

. A% (3)
1

™

si el nidmero de pardmetros es elevado, si son estadisticamente
independientes y si las derivadas de f(x) respecto a los pa
rémetros' tienen el mismo orden de magnitud. La forma de la dis
tribucién de cada pardmetro no tiene importancia sino solamente
su valor medio y su desviacién estédndar.

Bajo estas premisas, la funcién £(x) se puede suponer
distribuida normalmente y por lo tanto es suficiente determinar
su valor medio y su varianza. De la ec.(3) se obtiene enton -
ces:

9 £
1 oxX

n
E(AE) = T
i=

E(Axi) (4)

ogf = (Af mAf) ( )2 (5)

o
[ I
ot

En la mayorfia de los casos la distribucién de los parédmetros es

simétrica. Entonces E(Axi) =0 parai=1, 2, ... , ny de
acuerdo a ec.(4) m = 0. La ec.(5) se conoce como ley de la
propagacidén del pr%or,

La ventaja de este método radica en la facilidad de la
obtencién de los parémetros de la distribucién normal de acuer-
do a las ecs. (4) v (5). Sin embargo, el método fracasa, si
las suposiciones hechas al comienzo ya no son valLdaD, es decir,
si las derivadas de orden superior en la aproximacién de £ (x)
por una serie de Taylor no son despreciables. No se podréd espe
rar entonces,que f(x) tenga distribucién normal.
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3. EL METODO DE MONTE CARLO

Este método se basa en la simulacién por computador de
un elevado nGmero de sistemas con pardmetros proporcionados por
un generador de nGmeros al azar (random generator) de acuerdo
a una distribucién prescrita.

Los resultados de las simulaciones son ordenados en
clases, lo que lleva a un histograma como aproximacién de la
distribucién buscada.

La desventaja de este método radica en el elevado tiem
po de computacién necesario para las simulaciones del sistema.
En cambio tiene como ventaja que se pueda obtener una elevada
precisién, limitada solamente por el tamafio de la muestra ( =
namero de simulaciones).

4. EL METODO DE LAS CURVAS DE PEARSON

En este método se aproxima primero la funcién £ (x)
por una serie de Taylor de 2° orden alrededor del valor nominal

de los pardmetros x = [Xol’ ooy +oe; Xonr obteniendo para
la desviacién de f de su Valor®fiominal

n n n 2 .
PE=E(x) -E(x,)= T 5z o L ax, (6)

=1 9%y 12 ;4 j=1 axiaxj i3

Luego se calculan los primeros cuatro momentos de Af

m, = E[(A£)E ] k=1, ..., 4 (7a)

En [4] se dan las férmulas para estos momentos bajo la suposi-
cién de pardmetros estadisticamente independientes, con una den

sidad simétrica y con valor nominal igual al valor medio.

En seguida se determinan los momentos centrales de
acuerdo a

[ee}

b = 1 (Mf-mp " p(AE) d (AD), (7b)
obteniendo
Hy =1 - (8a)
pp =0 (8b)
_ 2 '
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Hy = m3-3mlm2+2mi (8d)

Wy T m4-4mlm3+6m%m2-3mi (8e)

Conociendo , k=0,1, ..., & se aproxima la fun -
cién de densidad de probabilidad p(Af) por una de las curvas
del sistema de curvas de Pearson que se tratari a continuacién.

4,1. LAS CURVAS DE PEARSON [ 5]

Las curvas de Pearson se obtienen como soluciones a la
ecuacién diferencial

dp(z) _ z + a
B ORI e S e 9

donde p(z) es la funcién de densidad de probabilidad de la va-
riable aleatoria Z (que reemplaza aqui a Af).

Dependiendo de los pardmetros a, b_, by y b, se obtie-
nen como soluciones de la ecuacién diferencfal %9) 15s mas va-
riadas formas de distribuciones incluyendo como casos especia-
les la distribucién normal, uniforme, beta, gama, exponencial y
log-normal.

La ventaja del sistema de curvas de Pearson estéd en la
simplicidad con que se pueden expresar los cuatro pardmetros a,
b, by, b, como funciones de los cuatro primeros momentos de la
d?stribucién a aproximar [5, 6]:

a = §uyCh, - 3,0 (10a)
bo= - § 1y (g, - 3ug") | (10b)
b, = - a (10c)
by = - % (Zugny - 3?32 - 6“22> (10d)

2

D = 10myu, - 18u23 - 12u, (10e)

En la integracién de la ecuacién diferencial (9) se ob
tienen diferentes soluciones, dependiendo de la ubicacién de
los ceros del polinomio b0+blz+b222, dados por:
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(11)

- 1
K = 7557 (12)

que puede ser usado como criterio para diferenciar las distin-
tas soluciones. Adoptando la misma nomenclatura usada original
mente por Pearson, existen los siguientes tipos bésicos:

Tipo I : = o <K <0  ceros reales de signos diferentes.
Tipo IV : 0 <K < 1 - ceros complejos conjugados.
Tipo VI : 1 < K < o ceros reales de igual signo.

Fuera de estos tipos bésicos existen otros que se pre-
sentan en los limites de las zonas definidas anteriormente y
que pueden ser tratados como casos especiales de los primeros.

Introduciendo las ecs. (10a-e) a la ec. (1l2) y trans-
forméndola,se puede expresar K solamente en funcién de
"skewness'" y "excess"

2
H U
B =, By = (13a,b)
Ho UZ ‘
obteniendo
By (B, + 3)7
K = (14)

lo que muestra, que la ubicacién de los ceros del polinomio y
por lo tanto, el tipo de curva a usar para la aproximacién depen
de sé6lo de los dos parédmetros B, v B Esto permite construir
el gréfico mostrado en la flgura 2, q%e indica para cada tipo
de curva la regidén correspondiente de los wvalores 81, 82. Alre
dedor de este grédfico se indican también las formas tipicas
que pueden tomar las diferentes curvas del sistema. Conociendo

de una variable aleatoria, podemos determinar inmediata
m%nte %on ayuda de este grafico, con qué tipo de curva debe ser
aproximada su funcién de densidad de probabilidad.

K - 27



(0=4"0>)

: 5 . o w
ANm .Hmv oueTd °® us UQIOBOTIQN NS A UOSIBIJ P SBAIND SET] VA d

(05%%'

t%)

irn

(0<% ‘0=ty)

(ni

(N1

(it

_.\

SWIOJTUN UQIONQTIISTIP

(r1

Vizd

K - 28



4.1.1. LAS CURVAS DEL TIPO I
Introduciendo la condicién - «» < K < 0 a la ec.(l4)

y considerando que B; = 0, se obtiene como regién para los va-
lores (B1, B2) la definida por :

(28,-3B1-6) (4B>-3B;) < 0, es decir, la comprendida
entre las rectas

28,-381-6 = 0, 48,-387 =0 (15a,b)

y el eje de ordenadas B:=0. Un andlisis mds exacto [7] 1lleva,
sin embargo, a la conclusién, que el 1limite inferior de la re-
gién I estd dado por B,- B1-1 = 0.
La solucién de la ec. dif. es en este caso:
ky ks
p(z)=c(z-2y) (zy-2) =, zq<z<z, (16)

donde z1 ¥ %y son aqul ceros reales segin ec. (1ll) y

z, + a Z, + a
k.= = ; = _ ,b
1™ by(z; = zp) 2 7 B,(z,-2)) (17a,b)

La constante c¢ se determina a partir de la condicién
de normalizacién
Zy
/ p(z) dz =1 (18)
21

obteniendo

o TRkl r ki, + )
c = (z9-29) (19)
l‘(kl+1) T (k,+1)

En la figura 2 se indican las diferentes formas que pueden to-
mar las curvas del tipo I. La funcién p(2z) de la ec.(1l6) se
conoce también como distribucién beta. ' ;
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4.1.2. LAS CURVAS DEL TIPC IV
Introduciendo la condicién 0 < K <1 a la ec. (1l4) vy
considerando que B; = 0, se obtiene como regién para los valo-

res (By, B2) en la fig. 2, la comprendida entre el eje g; =0
y la curva

4(28,-38,-6) (48,-38,)= By (B,+3)” (20)

En este caso z, = zz* y la solucién de la ec. dif. es:

=1
b(z)=cl 1+(—z--3)7] . exp [- v -arctan(3-2)] (21)
donde d = =i v/ AB BB ? V=1(b1-—a)
© 7b 0’271 5.4 ' 7b

2 2 2
1
m= - == r=2m - 2

7B,

y z estd definido en el intervalo - « < z < o,

La constante c¢ no se puede obtener aqui en forma ana-
lftica de la condicién de normalizacién como en el caso ante-
rior. Hay que determinarla por 1ntegrac16n numérica en el com
putador, para lo cual es necesario una transformacién de varia
bles para reducir el intervalo de integracién en la condicién
de normalizacién

J/ p(z) dz = 1 a uno finito. Los detalles pueden

- 00

ser consultados en el trabajo [7].

4.1.3. LAS CURVAS DEL TIPO VI

Con la condicién 1 < K < o y B, =20 obtenemos por
un procedimiento similar a los anteriores como limites de la
regién,los dados por las ecs. (15a)‘y (20) .

El polinomio b +blz+bzz2 tiene en este caso ceros de
igual signo que coincid® como puede demostrarse, con el signo

de g

Eligiendo z; < z, en la ec.(ll) se obtienen, depen-
diendo de pnj;, dos soluciones de la ecuacién diferencial:

a) para us > 0, z1 <z, <0 ¥y
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k k

p(z) = c(z—zl) 1 (z-zz)‘z, Zy<z< o (21)
b) para u; < 0, 0 < z1 < 2, y
ky ky
p(z) = C(Zl-Z) (Zz‘z) , = ® <z < z]_ (23)

kl y k2 estidn dados por las ecs. (l7a, b) y las constantes se
obtienen de las condiciones de normalizacién corres-
pondientes.

Fuera de estos tres tipos bédsicos tratados aqui, exis-
ten casos especiales, que ocurren ya sea en el borde B; = 0 de
las regiones I y IV o bien en los limites entre las tres regio-
nes. Para cada uno de estos casos especiales se da un ejemplo
en la figura 2. Las curvas del tipo III se conocen también por
distribucién gama y las del tipo V por distribucién log-normal.
Para Bi=4 y B,=9 se obtiene como caso especial de las curvas
del tipo III la distribucién exponencial.

5. PROGRAMA PARA EL ANALISTIS ESTADISTICO DE TOLERANCIAS

Se ha desarrollado un paquete de programas interacti-
vos para un computador HP 21 MX que permite realizar un andli-
sis estadistico de tolerancias por los. tres métodos descritos
en los parrafos 2, 3 y 4. EL programa permite dirigir la eje-
cucién en forma interactiva por diferentes médulos dependiendo
del método que se desee usar, facilitando asi una comparacién
de los resultados. Estos son entregados primero en forma gri-
fica en un terminal de video. EL usuario puede decidir a con-
tinuacién, si desea tener una copia dura de los resultados (o
de parte de ellos) traspasidndolos a un graficador o si prefie-
re repetir el andlisis para otro valor de la variable indepen-
diente y/u otra distribucién de los parémetros del sistema.

6. EJEMPLO

El programa descrito en 5 se ha usado para efectuar
un andlisis de tolerancias de un sistema con la funcién de trans
ferencia: ’

X
f(x,8)= - - 0
X1X2X3X4XSS3+(X1X3X4+X2X3X5)S‘+(X3+X1X2X4+X1X2X5)S+X1+X2

y los siguientes valores nominales de los parémetros:
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1,000

*01

X0 1,000
X = X013 = | 0,9487

X4 2,206

Xgs 2,206

La tarea consiste en obtener la distribucién de la mag
nitud de f(x,8) para diferentes wvalores de 8, si los parametros
X; ¥ X, mantienen su valor nominal y los pardmetros x;, Xy ¥
x5 tienen una distribucién uniforme entre sus limites de tole-
rancia de + 57 como se muestra en la fig. 3.

p(x;)
1
O,lei
i=3,4,5
0,95% . X1 1,05x% x5

Fig.3: Distribucién de los parémetros X3, Xu ¥ Xs

En la Fig. 4 se dan los resultados para cuatro valores
diferentes de la variable independiente S. Para cada uno de
ellos se hizo un andlisis de tolerancias por los tres métodos
descritos.

Como resultados se indican las funciones de densidad
de probabilidad de la desviacién de su valor nominal de la me-
dida logaritmica de magnitud a = - n|f].

7. CONCLUSIONES

Tal como se muestra en el ejemplo desarrollado aqui,
el método de la aproximacién de la funcidén de densidad de pro-
babilidad mediante curvas de Pearson,entrega resultados mucho
més exactos que el método de la propagacién del error, que en
algunos casos incluso lleva a resultados totalmente erréneos.

El precio de esta mejoria es un aumento en aproximada
mente un factor 10 del tiempo de CPU, que atn es del orden de
100 veces menor al tiempo requerido para un an&lisis de Monte
Carlo (suponiendo una muestra de 3000 como en el ejemplo).

Considerando esto se puede decir, que el método de la
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p(Aa)f
S0. ¢
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Fig. 4: Comparacién de la aproximacién de la f£.d.p. por los tres métodos:
Curva de Pearson, ---- Distribucién normal (propagacién del error),

Método de Monte Carlo (muestra = 3000).




aproximacién por curvas de Pearson es una alternativa atractiva
en el andlisis de tolerancias por cuanto es més exacto que el
método de la propagacién del error y no consume tanto tiempo co
mo el método de Monte Carlo.
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